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純粋交換経済における動学的モデノレ
につし・て
沢　　田　　賢
1．緒　論
　S．Smaleは，一連の論文〔ユ〕一〔3〕において一般均衡理論を徴位相幾何学
の理論を用いて解析した。そしてその延長線上の理論として経済状態の変化を
表す数学モデルを構成した（〔4〕）。以下でこのモデルを解説する。
　このモデルは，純粋交換経済モデルにおいて，消費考がその持ち分をその価
格により交換してゆく遇程（非タトーマンプロセス）を表し，その遇程は徴分
方程武（ベクトル場すなわち各点に遼度ベクトルが対応しているもの）を一般
化したCOne場と考えられる非線形な徴分不等式の解曲線として得られる。
　したがって過程とは，純粋交換経済におげる状態空間の時敵こ対する変化で
ある。つまり各蒔問まに，財の配分およびそれぞれの財の価格が対応する写像
である。
　この写像G優程）が，財を交換して行く過程（exchange　price　edjustment
process）を表すものとなるために次の二つの仮定Exchange　Axiom，Price－
adjustment　Axiomを置く。
Exchange　Axiom
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（a）全資源は一定である（生産は仮定しない）
（b）交換はその時の価格で行われる。
（・）交換によって消費考の効用は増加する。
（d）（・），（b），（・）が同時に実観可能な時，ある交換が行われる。
各消費者にたいし価格と財が与えられたとき，その消費考の予算集合上で最
も効用の上がる方向を，その消費考の短期需要と定義する。
Price－adjustment　Axiom
価格は，各消費者の短期需要の重みずけられた総和の方向に修正される。
　これらのAxio㎜を満たす過程は，ある条件のもとで，ある価格均衝点に収
束することが示される。ただしこの場合の価格均衡点は，この過程の出発点
（初期配分）に関するワルラス価格均衡点ではない。遇程の各時間において初
期配分が変化するので収東先の価格均衡点は，ワルラス価格均衡点とならな
い。ここで言う価格均衡点とは，配分と価椿の組で・その価格のもとで各消費
者の持ち分がその予算集合上で最大効用を与えているものを言う。
　この解説で使われる効用関数に対して，徴分可能性と同様に単調性，凸性な
どの古典的な仮定がなされる。また無差別曲面に対するある境界条件が仮定さ
れる。
2．数学モデル
以下で必要ないくつかの定義と結果を述べる。
我々の扱う経済は，榊人の消費老と1個の財の純粋交換経済（Pure　ex・
1208
　　　　　　　　純粋交換経済における動学的モデルについて　　　　　　　133
change　economy）である。このとき，財空問Pは
　　　　　P＝1炬刷仁（κ1，κ2，…，刈，κ工＞O｝
で与えられる。
消費考6の選考は，次の条件を満たす二階徴分可能な効用関数脇：P→五によ
って与えられると仮定する。
単　調 性：任意の力∈Pに対して，
・…榊）一（箸（・），…，婁姜1（κ））
の各成分が正。
可徴分凸性任意のκ∈崎して・二次徴分〃脇（κ）一（∂篶姜）は，
　　　　　　grad〃｛（κ）害｛砂∈1灰119rad肋（κ）・〃＝O｝上で負定値。
境界条件：任意の6∈灰に対して，〃ゲ1（0）は”の閉集合。
　また，価格系s。を次のように定義する。
　　　　　∫＝｛κ∈P　l　llπl1＝1｝
　　　　　　　1ここで，llκl1＝Σ（灼2とする。
　　　　　　杜1
97α6脇（κ）は，効用が最も高くなる方向を示し，またπを通る無差別曲面の
法線ベクトルを表す。以下では，9rad勿1（芳）の方向だけが間題となるのでそ
の法線ベクトルの長さを1とLておく。すなわち，9rad脇（π）／119rad〃・（π）ll
に注目する。この値をg1（π）で表すとき，関数g古：P→s・が定義される。
　ここで扱う経済において，全資源は一定でその値を7∈Pとする。経済は，
データ（γ，g・，…，g・）によって表される。またこの経済の状態空聞Wは，
　　　　　W＝｛丸∈（P）榊1κ＝（κ・，…，伽），娩∈只Σ娩＝7｝
となる。
　2＝（幼，…，2励）∈πが豚上のパレト最適点であるとは、すべての｛につ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1209
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いて，伽（”）≧脇（2｛）であると，2｛’＝励となることである。
　このwにおけるパレト最適点の集合をθで表す。次の定理が成立する
（Smale〔1976a］）。
定理ユ　2＝（2ユ，…，2伽）∈θとなる必要十分条件は，
　　　　　g1（21）＝9望（2里）＝…＝9㎜（2伽）
となることである。
　経済の状態は，WX　S。の点（力，力）で与えられる。ただし，π＝（幼，…，伽），
力＝（力1，…，が）で〃は消費者タの持ち分，がは財ノの価格である。
　この枠組みの中で，経済の過程は徴分可能写像φ：［α，5）→〃×s・である。
ここでφ（f）＝（”（工），力（ま））は時刻τにおける経済の状態である。
　この写像の定義域においてろ≦。。と選ぶ。この定義域を閉区聞としないの
はま→ろとした蒔のφ（彦）の収束性が，あらかじめ与えられているということ
を避けるためである。
　この遇程φ：〔α，ゐ）→Wx∫・に対するExchange　Axiomは，つぎの数学
的表現となる。
Exchange　Axiom
（・）すべてのf∈〔α，あ）に対して，Σ：〃（ま）＝0
　　ここで，娩’，娩1（オ）は，幼（ま）の玄に関する徴分を表す。
（b）すべてのた［α，ろ），6＝1，…，刎に対Lて，力（ま）・幼’（τ）＝0
（c）すべてのま∈［α，5），｛＝1，…，肋に対して，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6　　幼’（彦）÷0の時娩’・9｛（伽）＞0　（（蛎’・9！肋）〉Oぐ⇒一伽（肋（工））＞0）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　励
1210
　　　　　　　　純粋交換経済における動学的壬デルについて　　　　　　　ユ35
〈d）（a），（b），（c）が同時に実現可能な時，ある消費考差に対して，”キ0
　これらの条件より，交換が行われるのは，次の方程式に非自明な解元＝（元・・
…，鳥），而∈亙！が存在するときである。
　　　　　Σ鋤＝0
　　　　　ク（ま）・元｛＝O　　（ξ＝1，…　，〃z）
　　　　　元ゴ．gj（κJ（去））〉O　（死ゴキ0）
　もう一つの公理Price　adjustment　AxiOmを表現するために，次の定義を
する。
　消費考タの持ち分伽∈只そして価椿力∈1S・に対Lて，消費考6の短期需
要を
　　　　　∂｛（伽，カ）＝π榔（κ・）
と定義する。ここで，π2：”→R工は，R三の力方向の直交射影である。これ
は，価格力に対する消費老｛の予算集合上でオの効用が最も早く増加する方
向を示す。このとき，その方向のみに注目し，その大きは考えない。価格の変
化は各消費者の短期需要によって引き起こされる。正確には，過程ま→（κ（ま），
力（f））は，次の公理を満たす。
Price　adjustment　Axiom
ある数ε＞0が存在して，すべてのオ∈［α，δ）に対して，
　　　　　ク’（オ）＝Σム払（娩，力）
を満たすε＜1。＜1／ε（ξ，…，棚）が存在する。
　ここでεはある種の一様性与えている。各消費考は価格の変化に少なくて
毛ある影響を与えている，ということを表す。おお童かに言えぱ，各消費考め
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12工1
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短期需要がほぼ同じ方向であれぼ，価格はその方向に変化し，短期需要が反対
の方向であれぱ，変化の方向に関する制約はなくなる。
　κ（オ）がある点に収束しない振動する例を作ることは容易である。しかし，
このような例はバレト最適点の近くでは起きたい。また交換するためのコスト
という概念を反映した仮定を置くと，このような現象は起きない。
　5置琶…［α，あ）→WxS＋，彦→（π（左），ク（左））カミrespOnsive　tO　transactiOn　costs
であるとは，次の条件を満たすことをいう。
（・）1im岳刈力（ま）∩θ≠φ，ここでlim止＿百”（ま）は，｛ま｛トろとなる数列に対し点列
　　｛κ（歩｛）｝が収東する場合の極隈点の集合を表す。
　または
（b）ある数δ＞0が存在して，すべてのま・，オ・∈［α，ろ）（彦o〈あ）に対して
　　　　　Σ〔脇（〃（舌。））一物（伽（まo））コ≧δΣ罰伽（ま。）一蛎（まo）1！
（b）は，各消費老は交換する量に比較して満足が小さいときには，交換
を行わないと言うことを意味する。この条件は価格の変化には影響されな
い。
　遇程は，市場の状態によって強制されない限り止まることはないだろう。こ
のことは，どのように数学的モデルとして表されるか。
　例えぱ，exchange／Price－adjustment過程（κ（f），力（ま））が，ま→あのとき
（娩，伽）に収束すると仮定したとき，この点より非自明たexchange／price－
adjustment遇程が，始まるかもしれない。このようなときこの遇程は不完全
であると言える。また，玖オ）は幼に収東するが，力（ま）は収東しないときも
ある。集合1im、｝ク（ののすべての点伽に対して，その価格のもとで交換が
可能となる場合もある。このような過程も不完全と考えられる℃これらを考慮
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　Exchange／Price－adjustment過程［α，δ）→W×S・，ま→（π（’），カ（彦）），が不
完全であるとは，
（・）（κ（ま），ク（ま））が（幼，伽）に収東するとき，（幼，カo）から非自明な
　　Exchange／price・adjustment過程が始まる。
または，
（b）κ（チ）が幼に収束し，lim川カ（チ）の任意の点をかするとき，（幼ヵo）に
　　おいてexchange　axlomにしたがって交換が起こる。
ときを言う。
　不完全でない遇程を完全であると言う。この完全性は“市場の状態に・よって
交換が終結する”という条件を表わLている。’
　ここで言う価格均衡点の条件を数学的に表現する。
　（κ，ク）∈WxS。が価格均衡点であるとは，すべての｛＝1，…，刎に対して
　　　　　9｛（κ｛）ニク
が成り立つことである。，この価格均衡点の集合を1で表す。■はw×s・の
（刎一1）次元多様化となる（S．Smale（1976a）参照）。
主定理　完全でresp㎝siマe　tO　transacticn　cOstsであるexch㎝ge／price－
adjustment過程［α，ゐ）→Wx∫・，ま→（κ（チ），カ（ま））は，f→ろのときある価格
均衡点に収束する。純粋交換経済の状態空間の任意の点からそのような過程恭
始まる。
この定理の証明は4節で行なわれる。
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3．純粋交換経済
　この節では価格を考えない純粋交換経済についての主定理を証明す飢この
定理は，価格を考える場合の基本的な考え方を与える。
　wで全資源がク∈Pである純粋交換経済の状態空間とする。この空間上の
経済過程は，写像
　　　　　［α，あ）→W，ま→κ（歩）＝（π1（チ），…，κ㎜（ま））
である。
　この過程は．次のExchange　Axio耐（前の節の公理と少し異たる）を満た
す。
　Exchange　Axicm
　すべての炬［α，ろ）について，
〈・）各古＝1，…，刎に対して，〃≠Oならぱ，〃・g1（κ｛）＞0
〈b）方程式
　　　　　Σ1鳥＝0
　　　　　鳥≠0ならぱ危・9（幼）＞O（6＝1，…，刎）
の非自明た解が存在するとき，ある6に対して〃キ0となる。
　これらは，
（・）ある消費者6が交換を行うならぱ，その効用が増加しなけれぱならない。
（b）（・）が保証されるならぱ，ある交換が行われる。
ということを意味する。
ここで条件Σ元・＝0に，全資源一定Σ〃＝7という条件が表されている。
　このExchange　Axiomを満たす曲線τ→κ（ま）を交換曲線と呼ぶ。この交
換曲線に対し娩∈lim、→直π（f）とするとき，幼において非自明な交換曲線が
　王214
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始まるとき，その交換曲線を不完全といい，不完全でないものを完全な交換曲
線という。全節で与えられたResponsivetotransactioncostsは同様に定
義する。
　定理π（ま）：［α，み）→WをrespOnsive　tO　transaction　cOstsであり，完
全な交換曲線とする。ここでま→あとすると，κ（官）はwのあるパレト最適
点に収東する。さらに，wにおけるパレト最適点でないすべての状態におい
て，そこから始まる完全なresponsive　tO　transactiOn　cOstsである交換が
存在する。
　定理を証明するためにベクトルの集合である錐C庇＊を定義する。この錐Cエ＊
は，経済と経済の状態空間wの点πのみに依存し，過程（交換曲線）には
依存しない。
∫＝（娩，・1・，”肌）∈豚に対して，
　　　C血＊＝｛元∈（”）肌1κ＝（克1，…，禿伽），扇∈Rエ，Σ元ド0，すべてのクで・
　　　　　　　　　　　伽9佃）＞0または庇＝0／
定義より
　補題　曲線κ：［α，あ）→Wが交換曲線であるための必要十分条件はすべて
のまについて，π1（ま）∈C＊岳（、〕キOそLてC＊。（、声0のときκ’（チ）幸0。
　命題1
〈・）α＊は凸錐
（b）Cエ＊＝｛O｝であることと，∬がバレト最適であることは同値
（・）関数γ（サ）＝Σ脇（幼に対して，π（ま）がパレト最適点でないとき，
　　γ（f）＞O
1215
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（d）歩→玖ま）が交換曲線であり”（旬がパレト最適となるときすべての彦≧あ
　　に対Lてκ（ま）二κ（あ）
　証明。（・）は明か。（b）を示す。
　必要佳）π＝（幼，…，伽）∈Wがパレト最適であるための第一次条件（野口・
折下〔6〕参照）より，
　　　　　（＊）　91（幼）＝…＝9㎜（伽）
となる。いま，”＝（幼，…，伽）∈θとする。このとき星1（幼）＝…＝細（κ伽）な
のでΣあ＝0のとき，
　　　　　Σ幼・9｛（幼）＝9・（狛）（Σ刷＝0。
したがって，勅≠0で伽g・（物）〉Oとなるものは存在しない。ゆえにC皿＊＝
｛0／。
　十分性）対偶を示す。κ＝（幼，…，伽）∈θとする。いま
　　　　　ク＝Σ1妙（幼），（1毒＞0）
とする。このとき，〃二1吻g毒（功＝”（脇，力）とすれぱ，πρ⑦）＝0よりΣ娩
＝0。また，9・（幼）＝…＝蜘（伽）でないので，少なくとも一つの｛で劾幸0。
ゆえに，C眈＊≠｛0｝。
（c）を示す。κ（ま）隼θであるとき，ある圭に対して，”・邸（剛＞0なので
γ（チ）〉C。これから（d）も導かれる。
命題2　交換曲線劣：［α，ゐ）→Wがresponsive　to　transactions　costsで
あるとする。ま→あのときκ（玄）は収束する。
証明。童ずκ（オ）がθのある近傍の外にあるときを考える。
α，β∈1im，｝玖葦）とL，αキβと仮定する。6＝1α一則　と定義する。いま単
調増加列｛幼が取れて，すべての后で，llκ（あ此）一αll〈6／4，llπ（あ糾1）一βll
〈6！4となる。このとき1レ（あ川）一∬（チ皇此）！1＞6／2。”（±）はresponsive　to
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tranSaCtiOn　COStSを満たすので，あるづが存在して，勿｛（κ｛（ま））→。・。これは，
無差別曲面の境界条件および全資源一定の条件により不可能。ゆえにα＝β。
したがって彦→ゐのとき，π（ま）は収東する。
　次に1im川κ（彦）∩θキφのときを考える。α∈lim、＿田κ（ま）∩θとする。また，
β∈li叫→砧κ（f）とする。前の議論と同様に，単調増加列ωが存在してκ（あ店）
→α，κ（あ此。1）→βとなる。すべての6に対し脇（κ（あ比））→脇（α｛）で〃｛（幼（ま））
は非減少なので肋（ω）＝脇（助。α∈θなのでβ∈θとなり，〃はθ上で1
対1（参照〔6〕）なのでα＝β。
　命題3（拡張定理）幼∈W，αo∈0比。＊（C比。＊≠｛0｝のとき，αo≠0）とする。
このとき次の（1），（2），（3），（4）を満たす連続関数α：W→C。＊が存在する。
（1）C＊躰≠｛0｝のとき，α（”）幸0
（2）　α（幼）＝αo
（3）llα（κ）ll〈l1伽11＋1（γ∈双）
（4）αはθ以外でCユ
証明。Whitney　extention　theorem（［5コ）より，幼∈θのときρ（伽）一1，
ρ（θ）二〇ととなる01関数が存在する。ここでW一θ上で命題3の条件を満
足する関数βが定義されれぱ，
　　　　　α（κ）＝ρ（尤）β（κ）　　　尤∈柳7一θ
　　　　　α（尤）＝0　　　　　　　　x∈θ
と定義すれぱよい。またC皿＊が凸集合であることより，βを局所的に定義す
れぽ局所有限な被覆を用いて単位の分割より，w全体でβを定義することが
できる。κ∈θとする。いまα（ダ）∈C岳＊を（α（ぷ）幸0）を一つ選ぶ。πに十分
近い点をツとするとき各ξについて，身｛（幼の連続性によりα（北）∈C型＊と
たる。このことより，πの十分小さな近祷σ（π）の任意の点ツでβ（ツ）＝α（κ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　王21？
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と定義することが出来，これはβを局所的に定義した事になる。
　ここでこの節の定理の証明をする。
証明。ま→”（童）を定理の仮定を満たす交換曲線とする。このとき命題2によっ
てま→δのときγ（ま）はある点幼∈Wに収東する。幼∈θとすれぱ，命題1
にょってC列＊十｛0｝。C刎＊より0でないαoを選び命題3を適用LてW上の
写像αが存在する。徴分方程式〆＝α（κ）を解いて，初期条件がκ（0）＝郷
である解歩→κ（f）が得られる。”’（τ）＝α（κ（ま））∈C＊エ（oなので，”（ま）は伽よ
り始まる交換曲線となる。これは，交換曲線が完全であるという仮定に反す
る。したがってκo∈θとなり，定理の前半は示された。
　定理の後半を示すために幼∈θとする。このとき0でないαo∈C刎＊。が選
べるので，定理の前半の証明のように徴分方程式〃＝α（κ）が得られ，その解
として初期条件κ（0）＝幼である交換曲線古→κ（f）が得られる。この交換曲線
をとうしてΣ吻は増加関数であ机したがって境界条件と資源一定条件によ
り，π（’）はコンパクト集合のなかにある。ゆえに，1im～尤（ま）は空集合でな
い。いまツ∈lim。＿曲”（τ）とすれぱ徴分方程式の性質より，α（ツ）＝0。これは，
ツ∈θを意味する。命題2の証明と同様の方法で，κ（τ）は川こ収東するパラメ
ーターαの変換によりκ（ま）の定義域を〔0．。・）から［O．1）にすることが出
来る。
4．　主定理の証明
　この節で2節の主定理を証明する。
　まず次の定義をする。（κ，カ）∈WX∫・に対して，
　　　　　ム，刀＝｛夕∈C刈すべての｛について，伽力＝0｝
と定義する。またム，片｛0｝のとき，ん，グム，ρ一｛0｝そLてム，埋＝｛0｝
のときん，2＝ム，p（＝｛0｝）とする。
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　定義よりま→（κ（広），カ（f））がexchange　Axiomを満足するための必要十分
条件は，すべての彦についてπ’（ま）∈ん（わ，肋である。
　ε＞0に対Lて，
　　　　　1）エ，担（ε）＝⑫∈灰王1力φ＝0，多＝Σムゐ（娩，力），εく1｛〈1ノε｝
そして
　　　　　jワ功，〃＝Uヱ）”，垣（ε）
　　　　　　　　　ε〉O
と定義する。このときま→（κ（f），力（チ））に対し，ある数ε＞Oが存在Lすべて
のまについてグ（玄）∈0莇。エ〕，舳（ε）となるならぱ，この過程はPrice　Adjust－
ment　Axiomを満たす。”＝（κ，力）と表し，
　　　　　γ也（ε）＝んx1）囲（ε）⊂”伽x”
　　　　　γ佃＝Uγ田（ε）
　　　　　　　　…＞O
とする。
　命題1
（・）γ工，Pは凸錐
（b）γエ，型＝｛O｝⇔（κ，ヵ）は価格均衡点
（c）　1）岳，四∋O，Dエ，P＋｛0｝のとき，A”，ρ≒｛0｝
（d）（π，力）∈1⇔ム，グ｛0｝
　（・）は，もしグ＝0（つまり価格が変化しない）であり（北，力）が均衡点でな
いときん，刃＝｛0｝であることを表す。その結果exchange　Axiomによって
交換が行われる，ということを表す。
証明。（・）は明か。価格均衡点の条件（S．Sma1e［1976aコ参照）より
　　　　　（π，力）∈1く⇒すぺての6についてg｛（π｛）＝力
となる。また
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　　　　　D・，四＝｛0｝⇔すべてのξについて6｛（幼，カ）＝0
でありこれは，すべての｛についてg毒（幼）＝力と同値であるので，（d）は示さ
れた。
　また，y皿，埋＝｛O｝のとき1）エ，四＝｛0｝なので，（κ，力）∈1。したがって
　（π，力）∈！のとき　（このとき1）エ，P＝｛0｝でもある），ん，戸｛0｝を示せば
〈b）が示される。
　（κ，力）∈■のときκがパレト最適（［6コ参照）であるので，C麩＊＝｛0｝。よ
ってA，戸｛0｝。次に（・）を示す。仮定よりΣ〃｛（幼，力）二0（ある｛について
〃包（娩，カ）≠0）。すべての6について扇＝1泌（κ1，力）とし，夕＝（劾，…，玄㎜）
とすると，禿幸0そLてΣ尻＝0。ゐ＝π螂（幼なので，伽9｛（肋）＞0。ゆえに
五∈λ亜，Pとなりノ」，”≠｛O｝。
　　　炬W’に対して
　　　　　1）㌦＝ゆ∈1～工1力＝Σ：ムg｛（κ｛），1｛≧O｝
とする。
　命題2　Exchange　price　adjustment遇程ま→（κ（ま），力（チ））に対し，庄→5
のときκ（f）→幼とする。iim，｝力（岩）が1点でないと仮定するとき，その集積
点の任意の点クoは，
〈・）伽∈ル。∩∫十
（b）力oばD的∩S＋の頂点でない
を満たす。
　この命題の条件（b）は，つぎの（b）’と同じである。
〈bγもしある6に対して，カo＝g｛（（伽）1）となるならぱ，
　　か＝9・（（幼）・）＝Σ1ゴ邸（（π。）ゴ）（1ゴ〉0，勘（（幼）ゴ）≠＆（（幼）・））
　　　　　　　　　ゴ
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証明。ま→（ヵ（彦），力（’））はexchange　price　adjustment遇程なので，ある実
数ε＞Oが存在Lてグ（ま）∈抄岳〔，〕，舳となる。沙岳（。），舳）の定義により，あ
る数”＞Oが存在Lて，すべてのオで1グ（立）1〈”となる。ゆえに，
　li叫→あψ（ま）が存在しないとき，この過程の定義域は［α，。。）である。
いまWX8＋上の連続関数ψ蜘を次のように定義する。
　　　　　ψ蜘（κ，カ）＝Inin｛〃・ω1〃∈D㌦。，力｝
これは0とD蜘，φとの最小距離を表わす。伽が，この命題の条件を満足しな
いと仮定する。このときψ士。（κ，クo）＝δ〉0となる。［7，命題4］より，κoの
近傍Wが存在Lて，φ（芦）∈W×8＋，ψエ。（φ（去＊））＞δとなるすべてのexchange
price　adjustment過程φ（ま）に対L，φ納（ψ（ま））は秤において狭義の単調
減少関数である。十分大きなτに対して，
　　　　　ま＞Tのとき，κ（ま）∈w，ψ幼（”（ま），力（ま））＞δ
であるので，ψ。。（κ（ξ），カ（ま））は狭義の単調減少関数である。また仮定より
　　　　　ま→ooのときψ挑（玖ま），ヵ（6））→δ
となるが，これはψ倣）＝（幼，か）となるexchange　price　adjustment過程
φ（ま）に対し，ψ耽（φ（ま））が狭義の単調減少であることに反する。
したがって，ψ伽（π，力。）＝0。ゆえに力oは命題の（・），（b）を満たす。
命題3　φ∈〃蜴で力が〃皿∩8＋の頂点でたいとき，ん，ρ十｛0｝
証明。∫でク＝gゴ（幻）とたる添え字ノの集合とする。1が空集合であるとき
カ∈〃躬より力＝Σ1互概（蛾）（ム＞O，少なくとも一つのξに対して，ム≠O）とた
る。
　　　　　0＝π四⑦）＝π壇（Σ1妙（狛））＝Σ1泌（切，P）
ここで涜＝〃・（蛎，力）とすれぱ，少たくとも一つの6で扇≠Oでありκ＝
（元，…，元伽）とすれぱ，命題1（・）の証明と同様の方法で元∈ん，塑が分かる。
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したがってλ躬，型≠｛0｝。
　次に∫が空集合でないとき，ノ∈1とする。力は頂点でないので
　　　　　力＝9ゴ（κゴ）＝Σ：尾｛9｛（κ｛），尾包＞0
　　　　　　　　　　1一εオ
ここで1はgゴ（勿）≠邸（幼）となる添え字差の集合。上の式にπρを作用させ
て，
　　　　　0＝Σ棚伽，力）
　　　　　　！∈1．
ここで勅二尾必（伽，力）とすれぱ，鳥≠0で元＝（尻，…，㍍）≠O。前と同様の
議論よりん，片｛O｝となる。
　命題4（拡張補題）　（幼，力o）∈Wx∫・，（Xo，πo）∈γ珊，刀。とする。このと
き，次を満たす連続写像（X，π）：W×S。→（”）伽x”が存在する
　　　1）（X（κ，力），π（κ，力））∈篶，ρ
　　　2）X（幼，ω＝兄，π（幼，〃一伽
　　　3）X（”，力）＝0となる点以外において，（π，π）は01級
証明。まずπを構成する。D亜，四は錐なのでπが局所的に定義されればあと
は単位の分割を用いて全体で定義される。（κ＊，力＊）∈w×s・とする。もし
（κ＊，力＊）＝（幼，加）ならぱ，π（κ＊，グ）＝（xo，πo）と定義し（κ＊，ク＊）＝（κo，伽）
のときπ（π＊，グ）をD比‡，がの適当な点とする。どちらの場合に対しても
　　　　　π（κ＊，力＊）＝Σム6屯（尤＊，力＊）（1｛＞0）
と書き表される。この1屯を使って（κ，力）が（κ＊，グ）に近いとき
　　　　　π（芳，カ）二Σ〃・（尤，力）
と定義する。これはπを局所的に定義したことになる。
　いま
　　　　　Q＝1（κ，力）∈W×S・1ん，戸｛0／／
とする。まずρが閉集合であることを示す。（κ＊，カ＊）隼Q，（〆，φ1）∈ん‡，が
とする。∫をκドOとなる添え字6の集合とする。（κ＊，グ）に近い点（北，力）
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に対して，扇∈”（6：1，…，刎）に関する次の方程式を考える。
（i）鳥＝0　　　（峰∫）
（ii）　元｛・力＝0　　　　　（主∈∫）
（iii）漸＝0
　　　一∈∫
（iv）　ゐ・9｛（伽）＞0　　（左∈∫）
力＝力＊に対しては，（ii），（iii）は解（〆，グ）を持つ。ゆえに線形代数の議論
によりグに近い力に対しても解を持つ。さらにこの解は力＊＝クに対する解
に近い。したがってπがπ＊に近いとき，それは（iV）の解ともなる。以上よ
り（κ＊，力＊）の近傍の点（κ，力）に対しても，ん，P≠｛0｝。これは，ρの補集
合が開集合であることを意味するのでQは閉集合である。ρが閉集合なので
連続写像ρ：W×S。→［0，1）で
（i）Q上で0
（ii）Q以外でCユ
を満たす写像が構成される。Xの構成は3節の命題3のようにすればよい。
主定理の証明。オ→（π（ま），力（彦））をExchange／Price　adjustment遇程とする。
さらにその過程は，完全でrespOnsiYe　to　transactiOn　costsであるとする。
このとき3節の命題2によってπ（広）はある点幼に収束する。もし力（ま）も
ある点伽に収束するならぱ，（κo，ク。）∈■である。そうでないとすると命題
4よりこの遇程を延長することができる。このことは，完全性に矛盾する。
　次に力（ま）が一つの点に収東しないと仮定する。その一つの集積点を伽と
する。命題2により加∈ム。，邊。は辺でない。これに命題3を用いて，ん。，刎
＝／0／。このことも命題4より、過程の完全性に矛盾する。定理の後半は3節
と同様の議論で示される。
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